' ESTRUCTURAS MEMBRANALES
DE ESPESOR NO UNIFORME

Las giguisnias consideraciones sen splicables a aquellag cas-
carag da normigon armado gue, supueetzs en ragimen mem-
branal, estén somelidas a |la accion de cargas verlicales per-
mansnics variables de punto a punto, conforme a una deter-
minada ley de variacidn. El presente frabgjo tiens por objelo
precizamente el establecimiento de dicha ley, dea modo lal de
obtensr up régimen de cargas capsz de generar en la membrana
un cuadro de esfuerzos internas impuesto de antcmana,

El problema presenta cierta analogia formal con e procedi-
mignin empleadn en la tearia de los arcos, gue congiste en
hallar &l disgrama de cargas cuyo antifunicular coincide con el
pig del mismo erco, de modo de apular los momentos flec-
lores provocados en la pleza por ese y s0lo ese eslado de car-
gas.

El critario qua sa axpondrd parte de las premisas que doben
cumplir las mambranas para gue puedan ser aplicadaz lag
ecuaciones de equilibrio debidas a A. Pucher, restringidas al
casc de cargas verticales, en nuestro caso cargas permanantes.
Para prevenir @l efecin de sobrecargas accidentales que pudie-
ran actuar sobre toda |a superficie en forma simultinea —hips-
tesia de adopoidn frecuante en el céloulo de estruciuras mem-
branales— 38 pucccn mayorar adeouadamente los esfuerzos
hallacdos, o bien minorar laz tensioncs de servicio tanto del
hormigén como da la armadura, en la proporcion reguerida
por cada caso parlicular.

Para malerlalizar el régimen de cargas necesario a lea fines
propuestos, se podra recurrlr a une de log sigulentes pro-
cedimientos consiruclivos:

a) Varigr en cada punlo el espescr de |la membrana.

bl Congervar dicho eapesor constante, pero agregande un
relleno inerte de espesor varlable en cada punto, conforme al
peso total requerido

c) Combinar & voluntad los dos procedimientos anterieres.

En lo que sigue. ¥ sdlo por rarones de comodidad, no aludire-
mos més que al primero de estos recursos, entendido gue pue-
de optarse por cualguiers de log otros dos, sin perjuicio de
la validez del resultado perseguico.

El méiodo operativo al gue arribaremos no requisre la reso-
lecidn de ecuaciones diferanciales, ni la determinacidn de
incagnitas por diferencies finitas, o la confeccidn ¥y puesta a
punito de programas para computacidn. Estas tareas, en algunos
cE30%, pusden llegar & ser tan arduas, que con {racucncia
desalientan &l empieo de formas sstructuralas ndditas, particu-
larmente cuanrdo se trala de obras de magnitud reducida o que
no han de construirse repetidamente. El criterio expuesic agui
=010 exige operaciones matematicas muy sencillas. de mane-
jo habiluzl en la practica ingenieril, ¥ 8n esio entendamos
esinba parle de su utilidad, por cuanto permite explorar ch
forma rapida fas posibilldaces de una farma geoméirica dada,
obleniendozs de inmediate una Informacién intuitiva de =o
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compartamisnto. Fodrdn asi modificarse por via tentativa ¥
con suficienle agilidad, los diversos pardmetros gue definirdn
el equilibrio, ya sca la forma de la cascara o de su ConiQme,
las condiciones de borde, la posicien de la estructura en el
capacio, ete.

Par atra parte, ¥ dado gue el plexc tensional, dentro de ciarlos
limiles, puede ser elegido por anticipads, los esfuerzos de
memorana pueden disponerse de manera de eliminar determi-
nados efectos sobre los bordes, o contribuvendo a equilibrars
el pego propio oe las narvaduras portantes.

El eonjunte de pardmetros gue pocde varigree a voluntad, aon
para ura misma cascara, conduce a wn nomero Hlimitada de
combinaciones constructivas. Por ello, las resolucionss numé-
ricas que se incluyen, na pretenden sing brindar algunes ele
mentos de juicic para facilitar las comparaciones con esruciuras
conocidas.

Sea la superficie definida por la funcion:
2 = fixy)
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referida @ una terma orfogenal X, Y, £, ifig. 1) De dicha super-
Gie 52 ha aislado un elemento de mambrana de lados dsl y ds?
de cspesor b, slendo ¢ su peso ¥ y el peso espacifico dal
alerial consideraco,

demas pardmelros congignados en la figura tienen el
Ignlﬂnadc earrlante que les asigna la taoria membranal,

| peso de dicho elemsnto de cascara, por unidad de super-
Gle proyeciads sobre el plano Y-O-X valdra:

| di

2 = —
dx dy dx dy

yh (1

iBnda dA el Area del cuadrilatero elemantal de lades ds, v ds..
I llamamos:

oz Az
P= 3 LR =
R ot
[gebemos gue:
A = /1 |+ p* + g* dx dy

faue raempazada en {1):

Z=wfyl-p+g (2)
Por ofra parte, &l s stema d2 eguacionas genarales para el coui-

llirio de las cascaras, en el caso de cargas verticales sa re-
duce a:

BNx DNy
o =3 da
@ 2y (3e)
aNy  aivwy
« e {3b)
o N ax
;f.::z = ?J:‘I . -y it
— N+ —— Ny + 2 Ngy = —Z (3]
ex e b X@y
- Ny = Ny (3d)
Sl eanvenimos en llamar:
oy — g% Fo k- s
=y T —p g8 11— — 5= i :1=?_
oxt DREY oy
obtendremes, elininands Z da las exprasionss (2) y (3):
d F']:( ) |':||)."j'
TR e e e L {4a)
ox ay
. | @ h&f g I:ny
N =1 (4b)
o o X
LNx 4t Ry + 2 My —— b (4c)

aistama de tres ecuaciones difersnciales con cuatro funciones
incocnitas, & saber;

My : Ny ; Ny ;0§

rd posia'e entences atribuirle a una de ellas un valor arbi-
faria, funcidn a suvaz de x & .

ol presants desarrollo nos limitaremos &l examen 2 un

caso muy particular, gque sa obtiene mlrndumendn en (4 la
funclén arbltearla:

T:]x}r — G, — conslanla

que alin siendo la mas sencilla que pueda darse, permita al
anélisis de una gran variedad de casos, algunos dz los cuales
so exponen mds adalante,

Siendo constante I‘Tny. son nulas sus derivadas, v |8 scuacidn
{4a} s reduce &

A Nx
X

=1

gue integrada rasulta:

Nx = C. [y}

o 2ea que Nx es igual a su constante de integracion. El valor
(y) entra paréntes’s significa qua si bien Nx no es funcion de x,
puede serlo de la varlab'a v Andlogamanta:

Ny — Gy (x)

gua ze obtiena de [4b),

Aqui como en &l caso da resolucién general da las ecuaciones
de equilibrio, las condiciones de vinzulo de la mambrana permi-
tiran determinar las constantes de integracion.

Si ahora en ia (4c) despzjamos § vblendremos:

I roKx t Ny 25 Nuy
= ——— (- o — ) (5)
o . L T
¥ llamanda:
r [ &
E==—1 f=—7m="—
T r L}
la ecuacidn {5) podrd expresarsa asi;
1 o - = g
=== Nt +mn.HNri 2m.Nxy (B
i

£ w v m son las llamadas "Magnitudes Fundamentales de Se-
gundo Orden” da |a suparficle analizada y caraclerizan a la mis-
ma.

Ejemplos de aplicacidn.

1) Membranas de bordes paralelos a los ejes X-Y.
Caso a). Membranas sustentadas par resbalamicnto puro.

i |a estructura en estudio esta limitada por un contorno cuya
proyecclon sobre ol plano X-O-Y es un rectingulo de lados
paralelos & los ajes X & Y, y al suponemos gus lus nervios de
borde no son capaces d2 admitir més esfusrzos que aguélios
gue les fueran aplicados sequn la direceidn tangenia a sus cles,
por carecer de rigidez €n cuglquier olro plano, la Gnica forma
de sustentacln posible se verifica cuando:

Ny - F.i',r = [
¥ la ecuacidn {6) sera

a:

i (7
My

et | 6

¥

El esfusrzo de resbalamienta Nxy, constante para lodo punto
de la cascara, se puede fijar en forma arbitraria, con signo
centraric a m porgue de lo coniraric ol espesor b careceria de
snnificaco fisico. Perc esta libertad de eleccién queda limitada
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por la condicidn de gus & no debe sar, en ningln punte,
inferior & minimo espescr qua ae establezoa, Sca por razones
constructivas, por disposiciones reglamentarlas o por cualquier
olra cunsideracion.

Para conocor las coordenadas del punto ddnde & adquiers
sU valor minime, basta con observar en la ecuaclén (7) que
h v m son proporcionales, ¥ por [0 tanto el proalema se redu-
oz a2 la determinasion de m minimo. Para ello, en lugar del
eonoclda procadimiente por derivacion, hemos optado por &l
cdlcule de los valoree de e para distinios puntos de la mem-
brana, por ejemple para los vértices de una grilla, tarea gue
por oira parte s naceseria para conocer o respactivos valo-
t2a de & en dichos vértices.

Outenamos asl un "diagrama de cargas” vertica'as, que produce
en la membrana un estado de tensiones de reshalamiento pu-

rg, por cuanto son nulos los esluerzos Nx y Ny paralelos res-
pectivamanta a los cjes X-Y, Por lo lanto, las tensicnes princi-
pales estan contenidas en planos verticalcs paralelos a las di-
reccionss x = = Y, ¥ la estructura se comporta como un do-
ble sistama de arcus comprimidos v traccionados de direcclones
normales entre si,

Ejemple Nro. 1. Hypar, Asociacion de euatro scctores de para-
boloide hiperbdlico, Eliminacion del empuje horizental en los
ApOYDS.

FIGLIRA 2

La flg. (2) representa un cuadrante de "hypar’ da ecuacian:

1
i=—1ux(18 -
oS ( yh

siendo datos:

a-18m b=3m f=2f=6m
Darivanda z se tiene,
’ X 1
P fo— - G m—
g 1 18 18

r&su1tqndr.= m;

1

"‘“;3434.351,4.3,:4.1-;

Valor con el cual 2& ha confeccionado el siguiente cuadro:

Punto. x Y m flem)
| a 0 0,0383 g4
2 o 18 0,0248 41
! 3 i] 0,0381 63
4 3 18 00247 4.

FICUAR 5 o

que & ha calculado por aplicacién de la [7), de la cual ge ha

despejado o valor do ley_ guz queda detarminado con los
valares m ¥ & minimoa (subrayados en el cuadro anterior).

24 . 0,04

—_— = — 185 M
2, 00247

I:sz.r-—

En la fig. 3 ge han reunido cuatro sectoras do hypar, de modo
da constitulr un conjunto estructural que puede sar apoyado en
los puntos € y @, en los cuales oueda anulado tedo empuje
harlzantal. En afacto, en Ios nudos ©, R y O es facil comprobar
gue las resultantes de las fuerzas que convergen a allos,
ge cancelan dos a dos, En cambio, al punto G convergan las
fuerzas que provienen de los bordes PQ y PO, cuya resullanie
es vertical y vala:

Rv — 2 Nay. f,
y gua debe ser igual a la mitad del paso tofal de la estructura
Acotemos que la sliminacién del empuje horizontal en los apo-
yos, con la consiguiente simplificacién constructiva que cllo
implica, se dabe al hecho de haber impussto la condician:

g e B

que. cuando no existen solicilaciones normales a ninguno e
los bordes, o sea cuando:

FJ:-FI\;.—CJ

basta para garantizar &l eguilibric en los terminos expuestng.
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Si, por &l conlrario, & favar del espesor uniforme, se generan Procediendn como en los casos anteriores, se consignan log
en los bordes @ R Q' y O R O' eslvarzos normalas, aparecerdn  resultados a continuacion:
d lo large de los mismes, ssfuerzos verlicales sin equilibrar

¥ la relacidn enunciada entre f, y f no basta en gensral para Ty 7 A 1 TR
asequrar que el empuia horlzental en los gpoyos sea nulo. i _E,D_ CoG W B T 540 W
Ejemplo N° 2 - Sector de suparficie cénica (fig, 4).
La ecuacidn que cefine la suparicie conica a la cual pertensce A e et W i
el sector dz vértices 1-2-3-4 es; . L Ee T e 10
z - D4 /x4 ¥ i
’ Y TGOS
glendo =ug derivadas: f
W=
) 04 x . 3 04y S 2rx 1 2mX
s e M4+ ——— oog—— + — B3 —
VR Ty Ve Y a0 1, 207 0 10
— 04 xy
5 e —————
— Puntn % y ] = hiom)  Maxy(t/m)
i o
Vi + e 3 1 0 0 D 0,063 87
exprasionas que nos parmiten cacular 3 i 10 0 0,053 T
4 10:6 0 0 0,054 T4
1 037 xy b 10:6 5 0& 0,052 7.2
= e e ] %6 10 1.- 0,047 65 -168
U V=¥ R IR 1
8 mna ] 0, &g 0,030 41
g 103 10

b 173 0,029 d.-
Cemo en el ejemplo N® 1, con ayuda de la exprasién (7) se = o

ha ca'culado el cuadro sliguienta:
Casn b) - Las direcelones principa'es colnclden con log ejes

Puntc  x ¥ ? -m  hism) Naytttmy AT H
! g i 227 0.0325 15 5,50 En esle caso, impondremos la condicion: WNxy—0O para fada
2 4 12 5105 00086 d i punto de la céscara. Los bordes, siempre paralelos a los
& ¥ 1w .80 ooigg  H ke gjes X-Y. deberdn lener rigide: adecuada para recibir los
4 12 4 505 0l (086 4 . osfuzrzos Nx-My, v conduelilos hasta |os apoyos.
5 : 3 450 DOolEE 1S

FIGURA 6
Elempla N? 3,
Conglde de directriz sinusoldal, (fig. 5)

FIGUSA &

£l ziempie siguiente se presta para introducir el peso propio
da uno de los nervios de borde en las ecuaciones de equilibrio
de la mombrana.

Ejemplo N? 4. Supericie de cuarto orden, con carga debida
gl psev propio da una nervadura de borde.

¥ e La fig. (8] raprasenta la ecuaclon:

ua ¥t ¥yl
; £ ="h{ + - =}
Con los dalos de la lig. &, ' a° b ad pe

- ——— e oot ol e B . e



siendn datos:

h=4dim;a=58m:;b-10m;al =45m

resultando:
x! lyl'_ xﬂ ?ﬂ
E= 20—t —— —
25 100 500
La fig. (Ba) representa al corte transversal de una cubisrta

constituida por un ndmero indafinldo de estos elementos, que
ticnen &n comin, dos a des, un nervio de espesor d = 0.20 m
¥ da altura variable ¢, capaz de alojar en su interior un haz de
tensores de aoero. Scoprocura con éste ejemplo fransferir el
pesd daz 2sic norvio & |As mambranas adyacentes, sin allera-
vidn del régimen membranal supuesto.

La fig. (7) mueslra una vista lateral de |a cdscara, con su respac-
va nervia. Cama s2 ve en la misma, el pezo de 223 nervadura
&g variable y funcidn da y.

Llamando g, a ese peso, y al peso espacifico v ¢ a su altura,
resulta:

g, =7yde
¥ & 50 vez;
al e ak y=
C = fhzZ=h=h{ -|-1‘r - J )
H: LrJ ae hf
qua reamplazando valores resulta:
|.l|2‘.'
c = 048 (1 — —]
100

par lo tanto:
:':!
o= 048 1 — — 124, 0,20
g, { 0

|

¥
g, = 023 1 — I im
100

En la fig. 6, se obsarva qu= al pasa g, puada sar descompuasto
senln las tangentes & |a cascara, de modo de obtener dos
fuerzas distribuidas sobra los bordes (Mx), las que a su wvaz,
provecladzs sobre el plano horizantal, nos suministran loz

valores do Nx gue deberemos imponer como condicidn de
borde para equilibear & pesa q,.
Recardando entonces que fgp — P,. Nx sard:

o g, O

3 2l

2 tﬂtl-:l

eende se ha llamado pl al valor que fomz p para x = al

, al :ll-:-! }l.‘f
y rzempiazade pl = — {1 - ] =08 (1 - — ]
& 100 100
023 1 — % ]
Ax - - 0125 tfm
08 {1 — 12
00

Mx resulta asl constants a lo largo de todo el borde. parg allo
obedect a un caso particular de este problema, ¥y no hay
obstacuio alquno para asignarle un valor arbitrario varlable vy,
funcidn de y,

Derivando z y aplicando la ccuaclén (6) pars Mxy — 0 obten-
dremos;

X ¥ 3 |
e B e e == —L:l—
5 100 100 g
i x* ! :
g=—— (1=} t=—f(1—a
20 25 a0 25
1 £ = 1 rHx + thy
E_——[E,. M 4 T|.Nj':l . )
¥ L T :

05

T':.-'E-rfﬂx
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¥ rocmplazando valores:

:-'. lh'l“ F! I'lr-' e
yo e a- P (g =
= ATl
Ny = - |
LK RS oy
a0 25
e
on¥ 100
1 x?
ey e
w0 | 2%

Esia oxpresién se satisface para infinitos pares de valores &

y Ny Pero para cumplir las hipotesis adoptadas, Ny debe ser
independiente de yy ademds § dabe ser mayor o igual que al
minime admisible.

Para la confeccién del cuadro siguients s2 ha procadida del
mado que a continuacion se datalia:

Fijado un valor de la abscisa x y un espesor b, s2 calcula My con

un valer cualquicra de y. Para la misma abscisa x, con el T-lhr
hallado v consideradn constante. se han ca'culado los divarsos
valores de & al variar y. Si el sspesor resultara en algin
punto inferior al admisible, se recomienza la operacidn par
tienco de un & iniclal mayar que el primero adoptade.

Alnque el presenle trabajo no pretende abordar el estudio da
las deformaciones, es oportuno destacar que las fibras 034
v 2-5-8 (0 cualquier otra paralcla a éstas) tianen muy difereni
compertamiente elastico. En efects, bajo la accion de los
eafuarzos Ny que las solicitan en forma axial, ambas tenden
a reducir su longilud, en proporcion a sus regpectivas len-
siones de compresion. Pero la fibra central, mucho més.
peraltada, experimentard un descenso sensiblemente menor qua:f
la de horde. Como esta discontinuidad geométrica no es po-
sible, sz generaran esfuerzes corlantes, {y per ende momenios
flectores), qua lenderdn a eliminarla, y que de ningdn mode.
pusden ignorarse en estructuras de dimensiones importantes




Punto & ¥ £ dfem) Ny
i 0 0 0 B.- -348 al
1 225 O 0507 5 -3.82 0 ' 7 1
2 450 D 20z g 16,20 -
3 0 &= 0625 63 =348
4 R . 0,403 53 -3,92
5 450 5.- 086 68 16,20
8 0 10.- 250 65 -3,45
T 225 10.- 2ol G- -3.92 4
8 450 10- 250 64 16,20 3 5
-
FiEAa 3
X
=== “
=
21 g T &
Nx = 0.125 e ¥
— y
—
—_—
| ——=
—
——iin
e

En la fig. 8 s2 musstra on forma esquemética 1a distribuician de
lo esfuerzos a la largn oz los bardes de la membrana

Lag verdaderas tensiones genaradas en la membrana, Nx y Ny

56 puden ahora calew'ar en cada punlo gus ac dazes, medianta
lag conocidas formulas da desproyeceion:

T NE
. = kx ; My —
Clit 2tz 1T+ p4

Ny

I} Membranas de bordes no paralelos a los ajes XY,
Agruparamas en agia sequndo tipo, a aquellas cAscaras cuyes
sordes proyoetados sobre gl plang horizental, sean segmentos
de recta no paralelos a lgs ejes X-Y. En la fig. 9 supondremos
que &l segmento AR es [a proyeccion de un bords de la mem-
orana sohre gl plano X-0-Y, slendo ol angula formado por
AB con el ejo ¥, Ademas ¥ v a0n las direcciones normal
¥ paralels, respectivaments, 3 la direceian o,

Recordangdo las formu'as que definen las tensiones Ny’ y N

sequn e angulo v, en funcidn de Ias Nxy. Nx que caractarizan
lz dircecion dz log ejes Xy {*):

Nx' = ix cog? ¢ + Ry sene o + 2Nxy 380 4 cos o (8)

Ney' = - (Nx - NY) sen o cos o + Ty (cos’n -sons)  (9)
Estableceremos a continuaciin
cumplirse para qua un borde lal como AR ge comporle cama

“borda liore", es decir que esté excenlo do todo esfuerzo
sea normal & de resbalamionta, En B58 Caso serd:

Nx — ﬁx’r' =0

las condiciones que deban

FIGURA 9
¥ ean las (8] y (9) debara veriticarse;
& o " Nty :
N = - Ny, tge ; Ny = - —= i)
lger :

Expresiones estas que podamos reemplazar en la (6) abteniendo:
ﬁxy

o= =8 1ga+

v toe

La aplicacidn de la (11) libera al borde AB de la flg. 9, de

- 2m) (1)

tedo esfusrzo. Las direcciones X' - ¥' seran entonces direc-

ciones principalas y €l scgmantn A-O-B de membrana se ve-

(") Las acwaciones (8] v {30 corresponden a un ostado plens de tersionaa,
¥ 0l0 exprasan una relzcidn entre magnitudea fisticias que, en gereral, no
&5 aumplida 2or las magnifudes werdsderas corralstivas, ealve cuands los

pardnntms sdquicren delarminados valores partioulares. Pusden usarsa
U5lA8 BCUANONGE ©n raamplers de las axgetes, con bants mever aprokira

cidn, cuanio més pequeiios seen |os valorss abaolutes d= p oy q. (cdscaras
anl anades),

il



rd solicilado solo en |a direccidn paralela &l eje Y, va que
en todo punto sera;

Nx' = D : FJx‘:.r' =

Dicho de otro moda, la expresion (10) faculta al proyectista a
elegir las isostaticas, mediante la elecclon dal dngulo m. La
esiruclura e comportard come un haz de arcos —lraccionados
o comprimidos— todos elios contenidos en planocs paralslos a y',
Cemo es evidente, estas afirmaciones son lgualments vlidas
para &l casc de gque AB no s2a el borde de la céscara sino una
direecion arbitraria.

Agrequemos que, dado que la centidad eptre parénissis que
figura &n la ecuacion {11), s& anula en general para las direc-
ciones iy, lales gus;

s+ &-rt
W oy -

no siempre gerd posible la obtancidn de bordes libres, si sus
dirsccicnes no se eligen acerlgdamente para la region y &l
tipo de superflelz consideradas.

Las relaclones (10) se pueden escribir también de |a slquisnts
forma:

Wy - F.I:r lg* & (13
Ney = - Ny tg a (13)

gue introducidas en (8);

o Ny
== e+ n-midy) {14)

¥

Ejempla N? 5. Paraboloide ellptico de planta romboidal, su-
jeto a a5 siguientes condiciones: (fig. 10)

a) Los cuatro bordes deberdn estar libres de todo esfuerzo

provenienta da la membrans, prescindiéndese por lo tanto de
las rnarvadiiras de horde

b) La céscara quedard soporiada por dos arcos rigidos nor-
males antré =i, cuyns extremos coincidsn con los vértices del
ramboide, El peso propio de estog arcos no debe intreducir
perturbaciones en el régimen membranal supugstn. Esla con-
dicidn no excluye, claro estd, las perturbacionss debidas a las
deformaciones que sufren dichos arcos, por estar someatidos
a Imporlanles momentos Nectores. Pero este efecto indeseable,
pueds atenuarse an la medida en que las 2ecciones proyecii-
das szan suficientements robuslas, y de ahi a importancia
que merece |a consideracion del paso propio,

Son datos, entonces, la scuacion de |3 superficie:
x= ¥

7 - —

0 10

FIGLRA 10




¥ laz coorderadas do los vérticas del rombaida:

x1= 10 ; y1 =0
x5 =20 | y5=0
%3 = -6 ;. yd - + 055

En consecuancia los Angulos ol ¥ of tendrin por tangentes:

L 2 1,68 t = 147
L* B S i P i i =
=T 90 = s
Darivando 7 32 ohtiene:
® 1
PR [
20 20
g =10
q AT e o —
5
Con estos valores |a ecuacidn (14} resulta:
1 1 1 i
o — — (158, —— | — N,
24 I '] y i) [
400 25
0,142 . z
b = — = r Ny, = — m Ny,
.'.I1 L !_ | I:'I_
f 400 25

El sub-indice 1 gue atecta a los pardmetros, indica que los
mismos corresponden al cuadrante sefalado en la fig. 10

con el nomarn 1. Conviene recordar que o cuatro cuadrantes
pueden resnlverse comn cdscaras indapendientes antre &l y
el conjunto de valores gque arroje el calculo para cada uno de
ellos zard distinto del de los demas, 5i convinierg, como efac-
tivamente ocurme ©n nuestro caso, alguno de los pardmelros
puede trasladarse como dato al cusdrante contiguo, de la
manara que se vard més adelante.

Cuadro de valores - Cuadranls M9 1

Punto x vy wo ddom) Mx. M, May; — Ny, low,
¢ 00 0142 87 t/m t/m tim

1 100 0127 7.8

2 0 5950005 58

3 -6 95 0065 4.- 615 -1,73 1,03

T 4 0 013 84

Para resolver el cuadranta NY 2 impondremos la condicidn:
Nx, = Nx, = = 1,73 t/m

gon lo cual el arco de sustentacion correspondients a la dia-
ganal menor del romboide, quedard libre de las cargas que lo
solicitarian de no cancelarse enfre si los asfusrzos normales
actuantes sobre gl misma,

A su vez, ¥ por aplicaclon de las seuaciones (12) y (13) se
tendra:

. N2 - 1,73
My. = = — = - 0,80 t/m
e 2. 147
Nxy2 — - Ny2 tg a, = - [-0,80) . 147 = 1,17 t/m

ran




|

Los espesores §, del segundo cuacrante se oblienen en forma
tirecta mediante |a expresian i14];

1 1
(0.80) {1478, —  — 0,103
20 B
By = T —.
1/ o T -
24 | 1+ —F— I+ —t—
400 25 400 25

Los valores que arroja esta formula s= resumen en el siguisnte
cuadra:

Cuadro de valores - Cuadrante No 2

Funta & ¥ ffem)
3 H— 4,55 47
1 13— 4,77 E7
B 20— 0— 73
B 13— 0— 8.7
¥ f— 0— 9.4

Para ahordar el punio b) de aste ejemple, seran datos: (fig, 11)
Ancho de los nervios b — 0,40 m

Altura en la clave §,. — 0,70 m [corresponde al punto N9 7).
Gonsideremos en primer términe el areo caincidente con la
diagnnal menar,

Si pansamos a esls arco como pertaneciznte al seclor de cdeca-
a que s extiends hacla su derecha en el dibujo, y racordando 1a

Bxoresion general (6] para la supsriicie que nos ocupa (m = 0
por ger g = g

El sub-indice & identifica a los pardmetras correspondientes al
areo.

El esfuerzo Nx, viens impucste por la membrana y no es otro
que el ya calculadn:

Mgl = < 1,73 Um
entoncas, reemplazando valores:

1 1

By = - [ g+ = i)
' 24 TR R T
x" it
T+—IL
A0 s

YENCIDUNGONY Toanx = B—;y — oy 8, = §,. = 0,70 m gera:

Ny, = — B35 t/m

gue es pricticamenta conslante en tado el ancho b del nervio ¥
tugintroducida en la ecuacion anterior y oserando:

0,73
5 -
".I wt !
: ' 40 25

conduce a los siquientes sspesores del area:

% ¥ fi,{m)
£— 0 0,70
f— 4 0,68
6. 7 0,47
55— 955 0,33

Par &l misma camino puede resolverss ol arco restante. con la
sola precaucian de incluir en 12 férmula correspondiente el
valor de Ny, o bien el de Ny. va sea se consideren puntos
2 la derecha de la clave o a su izquicrds. respectivamente.

Ejemplo N® & - Paraboloide hiperbélicn de varde curvoe no
paralelo a los ejes coordenados. (liguras 12 y 13),

Rapitichdo las operaciones del ejempio anterior tendremos:

4 g 12 : 0.EEE
E=s——jd=8mib=12m vy —— =1
4 ' A ST

Derivando:
¥
o F—o [ £=0
g 4
X
Hi=mo—— Gt cofiics
1
S-__
4
N
b ==(—2m.19a) yﬂ—E.ﬂ.ﬂiﬁ bt
iF
' 1 Ny
X
2.4
‘I! - o]
— 16+ 7 + ¥
P Y !
0,555 - .
4 - —— My = — y Ny
v 16 | x—
Puntox v z p  élcm) H;rh’m Nx t/m rflxg.f wm
0 0 0 0 013 126
1 4 0 0 0098 89
2 & 0 0 0062 5B
a 0 6 0 0077 7— 00 0,402  0.E0S
4 4 B 6 0057 52
5 0 92 0 Gy d—

Ejemplo N 7 - Membrana de borde libre de forma irregular.
5i la preyeccién horlzontal del borde considerado presenta for
ma irregu'ar, ea posibla resolver el problema mediante la apli-
accidn de lag expresiones (6) v (11) recurriendo al siguiente
procadimiento grafico: (fig. 14)

Podremes por clemplo, determinar el espesar ép en un punts
genarico P, adoplando para toda la suparficie un valor cual-
fuisra de Nxy (pusde ser igual a la unidad) v que en la
figura estd representande por el segmento KL. 30 a partir de
K g8 trazan Kl y KJ, de dirceclones paralela y perpandiculsr,
respectivamente, a las tangentes b-b y a-a lrazadas por log
punles B y A del borde, guedardn delerminados los segmean-
tos L1y LJ de modo que:

Ll = Ny, ; LI = Nx,

como se deduce facilmente de fa figura, recordando tas acus-
clones (10), que. adamds parmilen determinar los respective
signos. Con los va'ores asl concc'dos de las lensiones an el
punto P, se puede calcular §, con ayuda de la (8). Un punio
tal como el @, de abscisa Igual al P, estard sometido a un

gsfuarzo normal f“-l_y., tal gua:
Nl!flq = N!Irp

dado qua Ny ne pueda ser funcién sino de la variable x. En

camblo Mx, serd en general distinto a Nxp, dapendiendo elip
de & tangente frarada al contorno en &l punte C, de igusl
nrdenada que C.

EAl
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D igual manora se pueden hallar los espesores an todos los
puntos que se desean pero conslderands que ne son ging valo-
res proporcionales a los definitivos, que corresponden al su-
puesto Mxy = 1,

Las verdaderas magniludas buscadas son faciimente calcula-
hles por simple proporcionalidad, en virtud de |a relacién lineal
enira &, Nx, Ny y Nxy qué establece la ecuacion (8),

I} Ciscaras de revolucion.

i hien a expresion (f) es completamanta gencral y puede ser
aplicada a las cdscaras de ravolucion, algunas simplificaciones
se puedan oblenar sl sa consideran las siguientes particulari-
dades:

1) La simetria de la estructura, supuesta sometlda también a
cargas simétricas exiga:

Ny — MNyx - o

2) En muchos casos, las formas implicitas de las funciones
¢ — I [y} conducen a operacionss matematicas mas breves.
En efecto, sl una curve gira en torno del eje verlical Z, en los
planos horizontales qus Interceptan la superficie gensrada se
varifica:

xﬂ i+ ill - Hx'.-

siendo F, el radio de la circunferencia descripta par cada punto
de la curva, que es funcion de 2:

1 i

Ry = =% + ¥

0 5Ed
l'Pﬁ, -xL!rE b " EI = F {1: !'II'E}

cuyas derivadas son:

aF
f oK 2X
phEﬁ! - - " z
aF :
3z

2y I
‘:I"' ¥ T=_,‘\"J@3”+4'!nn
P ¥
y tambign:
3% JBEAR 9% BF . O oF
2 - —— o, i .| B
% 3 \9t) »@ ar a® o
[ — — — —
az 2k
bt
en [a que reemplazande valores ¥y operando:
il =2 wls - )
= ip'.'l
E
analogamenis:
; 2 2 g, W kA
= = g
¥ llamando:
T (15]
| A
Pt
resulta, con los valores ya hallados:
Vel +4 ¢ (1)
IIF'::, I:pq
4 {1 - = )
i
Si ghora hacomos:
Nk — Ny = N
y reemplazamaa en |a ecuacion (6) obtendramon:
{4 2 1 o
a:-_1l+t}r¢=- N (17)

FARE e

El significado fisice de hacer Nt = N = N-y canjuntamente
cen la condicion: Nxy — 0, se puede daducir de las formulas

m



(Bl ¥ (9, en la cualss resultard que NX' s constants para alal-
quier dirscidn gue se elija, al misma tlempo que rasulta nulo
My

Enla fig. 15 se ha representado en planta y curle una membrana
de revolugion, supucsta apoyada an su conforno mediants el

r":"'_'!' "
: o g T
Wi e
= =Y E
= = e
— e
ﬂ";::":: q‘.’// N% :_'E.‘i;lf s
ittt
Ky '|;||' "
D ——
. |
) \
e B R e
R T
| -
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mecanismo indicado, que sdlo permite 2l libre desplazamiento
rzdial del anillo de base, S0, de acuerdo con las hipdtesis adoo-
tadas, aplicamos g la base las cargas unifermemente distri-
buidas:

Ny = Hy = ITI', elle equivaldrd a solicitar tode el perimetro de

apoyo con la carga radial constanta H, cuz también representa
la proyeccidn horzontal del esfusrzo membrapal para todo
punle v direccidn considerada.

La aplicacion de la carga radial N so puede matarializar eon
senclllez, madiante |z puesta en tznslén de lz armadura del
anilla d2 haze, con un esiuerza:

V=N R,

donde H, es el radio de dicho anille. A su vez la mermbrana
reaccianard con un sefusrzo unitario deo compresién:

M

CUs p

y @l haz de biclas que sirve de soporte a la estructura debard

transmitir a su fundacion, una carga distribuida vertical G tal gue:
G=Ntgp,

Ejemplo % §

L& superficie esférica de ecuacion: R? - 22 = xt 4 y* — o,

tlena un radio R = 20 m. v un &ngulo de.abertura maximo fiy
- 857, Las derlvadas sucesivas de g, som;
gy -

-2?1‘ I.|.“2—'2'

gue reemplazadas en (18):

VIZTARE 4 zR@

R ocogf p

A+ Ry 14eoestp

Sl adoptamos & min = 0,04 m, de la expresion (17) obterdromos:

& (m) pP o (M) B [em) N (t/m)
o 0 = b
- 17,32 30 B.56 46 - 098
= 10— Gl 4— 10—

g 55 3,04 |

La armadura dl anillo de base debera ser pussta en tension con
un ezfuarzo;

P — 086 1810 = 174 t, siendo R, — 18,10 m. el radio dc
diche anille.

Toda la estructura resiita asi comprimida para cualquier direc-
cién que se elija y la deformacién impussta por el anillo posten-
sado, es perfectamennte cohersnte con la contraceidn radial
gque sulfren los planos parglelos contiguos al mismo. Si esta
misma cipula se construyese con espesor uniforme, coma
os sabido, todo paralele ubicade por debajo del dngule dz
abertura 51° 49" guedarla sometide n esfuerzee de trascidn,
¥ la puesla en f2nsidn del anillo de base generaria dafarmacio-

nes cn contradiccidn con &l estado membranal, v por ends,
mamentas flactores,

Ejempla N¥ 9§

Gascara de contorno arbitrario, sussondida dal misma:

La fig. {16 a) representa un sactor de parabaloide de revolus
cion limitade por su interseecion con un plane normal al plang
del dibuje, y cuya traza sobre el mismo es el segmenta AB
La fig. 16 b, es la proyeccion de dicha superficie soare &l plano
%y, La ecuacion que defins la siperficie elagida es;

M, — - 452 = 2 + y2
¥ por lo fanto:
., = - 45— Yo', =0

da donde;

VBT - 3452

w = ; — 11,25 v 10,088 Z

expregion con |a cual se ha calculado &l cuadro sigulente:

Puinte

¥ L ” Sem)  Nt/m

0 i g s B.6

1 3 42 11 6,6

2 B D& 1190 6,3

3 9 58 12d0 B- N =18 t/m (trac)
A - M (1 5,7

£ 15 &0 1880 55

Bl o g e 5

La céscara resulta sometida & un esluerzo de traccin N —p
yeccidn horizontal del vordaders esfusrza de memhran—

que es uniforme para todo punto y direccién, @ independi

iz ;




de la forma de su contorno. ACn para una platta como |& in-
dicada en linea punteada en la fig. 16 b, los respectives aspa-
stras & ¥ Ios valores de N, san los mismos que 38 han caleulads,
siempre cue los bordes puedan admitir log esfueerzos normales
correspondientes.

Loz circulos cancéntricos de centro O trazados de la mizma
foura, representnan [neas que unen puntos de igual aspesor,
por sal 2 — Gta.

. I
i | |' IEu
|
&
! e f,,.-g
| /’// 5 V
ﬂ I-""'fl -..E.._,.."""’J x
I
\Ea
\
w4 /f
frd:“ :
; 40
3 ,ra -
Il. Ik ¥
N
,n';
Fi
| i
!
FIGURA 16
Agradecimientos

Mo pocas moedificaciones iptroducidas en la versidn original
del prescoto articulo, e deben a las aporunas crificas formu-
ladas por el Ing. Oscar A Andrés, & quicn agradczoo sinocera-
menta,

Tambign desso expresar mi reconocimisnto al Ing. WM. D, Alkman,
por la discusion d2 alguncs temas relatives a oste trabajo.

Bibliografia.

Fabar G. Las estruglurns do Condela. CEGSA, Méjico - 1970

. Murashey - E. Sigelow - V. Balkov., Dasing of Relnforced congrate structures,
Mir cublishers - Moaco - 196,

Olivara Lapér A, - Ondlizie c2leyle ¥ disehe de lae Bévadae de Cascars -
CEGCEA Mejico - 1868,

Margart v Buxedé., Galoulo de estructuras en Parabgleids Hiperselice, Madrid

Tanda, J A& y E, Parsbololdes hiparkdlinns, Limusa = Wilsy B8, Méjico. 1972

Filarzki L | - Calzule de casooroncs de concrate armado, - Mejes. 7361

Fangsjer 5 P, Une mélhode nuserigue pous le calcul das wailes ... - Ba-
lan Asmd, WP 24, 1960

AnZréz 0. & Membrane shalls having the form of second order surfaces ..,
- |856 Dulleting N® 34, 1264,

Rev Paster J., Caleulo infinitesimal, Bs Afres 1944,
Hiitte: Manual dal Irganizre, Toma L
Ffligar A, Cetdtica alemental de |5 gdgsarze. EVDEBA. 1084,

E[ERS



	ACDSee print job
	ACDSee print job
	ACDSee print job
	ACDSee print job
	ACDSee print job
	ACDSee print job
	ACDSee print job
	ACDSee print job
	ACDSee print job
	ACDSee print job
	ACDSee print job
	ACDSee print job

